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Let K,,, be the complete g.‘aph of order m. We prove that the Cartesian sum K,, + K, can be 
decomposed into 4( nt + n - 2) hamiltonian cycles if m + n is even and into &m i- II - 3) hamilto- 
nian cycles and a perfect matching if m + n i? odd. 
Soit K, le graphe complet d’ordre tn. Nous dkmontrons que la somme cartksienne K,,, + K,, 
peut etre d&omposCe en &(tn + n -2) cycles hamiltoniens si nz + n est pair et en &(w + n - 3) 
cycles hamiltoniens et un couplage parfait si m + n est impair. 
3. Introduction 
Nous adoptons la terminologie de C. Berge [l]. 
1.1. Sow me cnrtksienne 
On appelle somme cartksienne G + G’ de deux graphes G = (X, E) et G’= 
(X’, E’) (appelile aussi ‘Cartesian product’) le graphe K ayant comme ensemble de 
sommets XXX’ et oti deux sommets (x, x’) et (y, y’) sont reliks si ei seu!ement si: 
ou 
x = y et (x’, y’}E E’ 
x’ = y’ et {x, Y}EE. 
1.2. Notution~ 
Une arete de la somme est & priori notee: 
i(Xl x’), (x9 Y')) ou {(x, x’), 05 0. 
NM.IS noterons plus simplement: (x; {(x’, y’}) ax-&e verticale ou ({x, y}; x’) a&e 
horizontale. 
Plus g&Cralement r (respectivement r’) ktant un sous graphe de G (resp. G” 
nous noterons (x; r’) le sous graphe x +r’ de G + G’ et (r; x) le sous graphc 
r+~’ de G+G’. 
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1.3. Rappels 
Nous dirons qu’un graphe 
hamiltoniens et un couplage 
.l. Aubert, R. Schneider 
est decomposable en cycles hamiltoniens (ou cycles 
cycles parfaitj si on peut partitionner ses a&es en 
hamiltoniens (ou cycles hamiltoniens plus un couplage parfait). 11 est tres connu 
[1, p. 2331 que K,, est decomposable en cycles hamiltoniens si n est impair et en 
cycles ham&omens plus un couplage parfait si n est pair. Dans la suite nous 
utiliserons les decompositions suivantes: K2ci+I est decomposable en q cycles 
hamiltoniens Hi : 1~ i =G q 06 les 2q premiers sommets de Hi sont 
z&,-l = i+l-cu, ’ u&=i+rr, (x = a, 2, . . . , q. 
Les 2q termes &ant pris modulo 2y et le (2q + l)Pme sommet de Hi est u&,+~ = 
2q+l 
Exemple. q = 3. 
HI = (I,29 6,3,5,4,7), 
K = (2,3,L 4,6,5,7), 
H3 = (3,4,2,5,1,6, 7jb. 
K, est decomposable en q - 1 cycles hamiltoniens Ifi : 1 =S i S q - 1 et un couplage 
parfait C. Les 2q - 1 premiers sommets de Hi sont: ui = i, uk = i +cy, u;,+~ = 
i-cu,pour cu=lJ,...,q-1 et le 2qhmeest u&=2q. 
Le couplage C aest l’union des a&es 
{q, 2q) U 193; {i, 2q - i)). 
i=l 
Exemple. q = *. 
HI = U,2,7,3,6,4,5,8), 
H2 = (2,3,1,4,7,5,6,8), 
H3 = (3,4,2,5,, 1,6,7,8), 
C :=: (4,8X1,7X2,6X3,5}. 
1 A. Ri%uhts anthieurs 
Kotzig [3] a montre que C,,, + C,, est decomposable en cleux cycles hamilton- 
iens. Myers [4] a montre que K,, + K,, est decomposable en PI - ? cycles hamilton- 
lens. 
Nous nous proposons de demontrer ici la conjecture suivante due a Bermond 
[2]. (Remarquons que ce type de resultat est susceptible d’applications en theorie 
des rkseaux de communications.) 
e K, + K,, est dkomposable en i(m + n - 2) cycles hamiltoniens 
hsque m + n e;t pair au en. $(m + n - 3) cycles hamiltoniens et un couplage parfait 
lorsque m + n est impair. 
Wecomposition de K, + K, en cycles hamiltoniens 
Pour la dkmonstration nous distinguerons 3 cas suivant les 
de m et de n. Nous utiliserons essentiellement le lemme 
construction fondamentale swante. 
Lemme p&m 1.2. Considtrons 
G = 5 Gi, 
k+r 
i=l 
G’=jyl GS 
oti les Gi (resp. G;) sont des ensembles mutuellement disjoints 
G+G’= 
(. 
,cl (Gi +GI))U[U (a; ‘G GI)]* 
EE j=k+l / 
1.5. Construction fondamentale de cycles hamiltoniens dans la 
K?l+& 
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paritks respectives 
prkliminaire et la! 
d’ar&es ; alors 
somme carthienne 
Soit I-I un cycle hamiltonien de K,,, ; soit {a,, b,}, {a,, b2}, . . . , (an+ b,_i} une suite 
d’a&es de H soumise h la seule restriction que {aj, bj} # (aj+ 19 bj+ 1). 
On obtient un cycle hamiltonien de K, + K,, en prenant: 
. 
(H-{q-l, bj-l)-(q, b,); j) pour 2sjs n - 1 
et en rajoutant les a&es verticales 
(Uj;(i,i+l}) et (bj; (i,i+l}) avec l<j<n-I. 
Soit A le circuit obtenu. 11 est caracthis6 par Ii et la suite (Ujq bj) que i’on notera 
(a, b)j, lsjsn - 1. (Voir Fig. 0.) Nous pouvons ripkter cette construction avec 
Fig. 0. 
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k l ycles hamiltoniens d’aretes disjointes de Km,. Nous obtiendrons k cycks 
IlamiltoGens d’aretes disjointes de K,?, + I<,, ti condition clue les a&es verticales 
ne soient pas utiliskes deux fois. Pour trouver une dkompositicrn de K,,, + K,, il 
faudra vkrifier que le reste est dkomposable en cycles hamiltoniens. 
2. Etude du cm rn=2q+l,n=2p+l 
Soit C;,+* un cycle, d’ordre 2p + 1, que nous supposerons not6 dam l’ordre 
nature). 
Eeanme 2.1. Kacl t 1 + C2p+1 est dicomposable en q + 1 cycles hamiltoniens. 
q impair. 
(a) Nous obtcnons i(q + 1) cycles Azi-1 de K2q+l +C,,+, par la m6thoc.k 
gin&ale pour i = 1,2, . . .,$(q+l) avec H=If~i-~~ (a, b)zi_l=(2i-I,2i): 
(~9 b),j = (2i -q, 2i - l-q) pour i = 1,2, . . . , p. (Voir Figs. 1 et 3.) 
(b) i(q- 1) cycles Azi de K24+1 +Czptl en prenant pour i = 1,2, l wg, &-- l), 
H = Hzi ; (a, bJzj_l- (2i + 1 -q, 2i + q); (a, b),j = (2i, 2i + 1) pour j = 1,2, . . . , p- 
Exemple A2 (Fig. 2), p = 2, q = 3. Nous obtenons ainsi $(q + 1) -ti(q - I) cycles 
hamiltoniens de la somme cartksienne I&+, + Czp+l. 
Dans ce cas le reste R est form& 
- des a&es ((2i - 1,2i}; 1) pour i = 1,2,. . . , q; 
- des chaines (&I; i) pour i = 2,3, . . . ,2p oti K est la ch.aine hamiltonienne 
(1,2,3 ,..., 2q+l); 
1 2 3 4 5 6 7 
Fig. 1. Casq=3,p=2; A,. 
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Fig. 2. Cas q = 3, p = 2; AZ. 
- des a&es ({2i, 2i + 1); 2p + 1) pour i = 1,2,. . . , q; 
- des a&es yerticales (i ; (1,2p + l}), i = 1, . . . ,2q + 1, (2q + 1: (2j - 1,2j}) et (1; 
(2j,2j+l}) pour j=l,2 ,..., p. 
Nous verifions aiskment que R est un cycle hamiltonien de la somme (voir Fig. 
4. 
q pair. Nous considkons les memes q - 1 premiers cycles que dans le cas q 
impair ti savoir: Al, AZ, . . . , A4- 1. Mais nous sommes obligks de modifier le 
1 2 3 4 5 6 7 
Fig. 3. Cas y = 3, p = 2; A,. 
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1 2 3 4 5 6 7 
Fig. 4. Cas q = 3, p = 2. 
dernier car nous avons d&j& employ6 Par&e (q + 1; (i, i + 1)) pour former Al. d)n 
forine le circuit A, en prenant H= Ifq et (U, b)zj-* = (2q, 2q + l), (U, b)L),j = 
(q, 2q -!- l), i = 1,2,. . . , p. 
Exemple: Fig. 5, p = 2, q = 4. 
On vkrifie encore que le reste R est un cjxle hamiltonien (voir Fig. 6). Nous 
avons ainsi montrk le Lemme 2.1 dans tous les cas. 
Corolhire. K3 + I& + 1 est dicornposable en q + 1 cycles hamiltoniens. 
1 2 3 4 5 6 7 0 9 
Fig. 5. Cas 3 = 4, p = 2. 
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Fig. 7. Cas q = 3, p = 3. 
Fig. 6. Cas q = 4, p = 2. 
Lemme 2.2. Soit K,, 1 -I& le graphe obtenu en enleuant de K,+I le cycle Hq 
dgfini au I alors (K2q+l -If..)+ CzptI (4 3 3 et p - ‘2) est dkomposable en q cycles 
hamiltoniens. 
Cas q = 3. NOUS construisons A, B park de HI avec (a, b)+l= (k2) et 
(a, b),j = (4,5) pour j = 1,2, . . . , Q - 1. (a, b)2p--1 = (3,5) et b, Wzp = (3,@. 
Puis A2 h partir de Hz avec (a, b)zj-l= (5,6) et (a, b)zj =(2,3) pour d = 
1,2,. . I , p- 1. (a, b)2p-1 = (1,4) et (a, b)z,, =(2,7). 
Le reste R est un circuit hamiltonien dks que p 3 2. 
Exemple: p = 3 (voir Fig. 7). 
q impair, q 2 5. .ll form6 B partir de HI et (a, b)zj-l= (I, 2), (a, b), = 
(q+l,q+2) pour j=1,2,...,p-1. (a,b),,_,=(q,q+2) et (a,b)l,=(L2q-W 
A2 formk B partir de Hz et (a, b)zj-l= (q +2,q + 3), (a, b)zj = (2,3) pour i - 
1,2,..., p - 3. (a, b)2p_1 = (q + 1, q + 3) et (a, bhp = (2,W 
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
Fig. 8. Cas q = 5, p = 3. 
pour A,, 2 -C i <q - 1 nous prenons les memes circuits hamiltoniens que nous 
avons utilises dans le Lemme 2.1 pour q impair. 
A_, forme 5 partir de .H*_r et de (a, 6)zj-r =(2q - 1,2q), (a, 6)Zj =(q - 1, q) 
pourj=l,2,... , p - 1. (a, b),,_, = (2q - 1,2q + 1) et (a, bJzp z= (4 - 1,q). 
Le reste est un circuit hamiltonien. (Voir Fig. 8.) 
q pair, q 24. A, est constr uit avec HI et ia, b)zj-* = (1,2q + l), (a, l&j = (11,2) 
pourj=1,2,...,p-1. (a16)_,,_I=(q,q+2)et (a,6)2p=(l,2). 
A2 est construit avec Hz Ct (a, b),j-1 = (293)~ (U, b),j = (4 + 2, q + 3) pour j = 
1,2,. . . , p -. 1. (a, b),,_, = (2,3) et (a, b),, = (q + 1, q-f 3). 
Azi_, pour i = 2,. . . , $(q - 2) est construit avec Hzi_, pour q 26 et (a, b)2,-l = 
(q + 2i - ‘I, q +2i), (a, t&j = (21- 1,2i) pour j = 1,2, . . . , p. 
il,i pour i = 2, . . . , $(q - 2) est construit avec & pour q 2 6 et (a, b),,_, = 
(2i,2i+l), (q,6),jz(2i+q,2i+1-q) pour, j=1,2,...,p. 
A,_r sonstruit avec H4_r et (a, b)zj-,=(2q - 1,2q), (a, b),j =(q - 1,q) pour 
j=l,L,... , p - 1. (a9 6)2p-1 = (2q - 1,2q + 1) et (a, 6)2p = (q - 1, q). 
Le reste est alors un circuit hamiltonien. Exemple: p = 3, q = 6 (Fig. 9% 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 
Fig. 9. Cas q = 6, p = 3. 
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Thiiorkme 2.3. I&+ 1 + K2,,+, est ddcomposable n p -I- 4 circuits hamiltoniens. 
Sip=louq= 1, c’est le corollaire du Lemme 2.1. Si p = 2 et: 4 = 2, KS + MS est 
dtcomposable d’aprks Myers [4] ou Kotzig [3] en 4 circuits hamiltoniens. Si p = 2 
et 4 > 2, allors d’aprks le lemme prkliminaire 
G+Gc1+1 est dkomposable en deux cycles hamiltoniens [3]. (C, + U~G; pii) est 
dkcomposable en 4 cycles hamiltoniens d’aprks le Lemme 2.2. 
Si p >2 et 4 >2, 
et chacun de ces deux graphes est dkomposable en cycles hamiltoniens d’aprks le 
Lemme 2.2. 
3. Apergu sur l’etude des cas m = 24 + I, n = 2p et IIZ = 2p, n = 24 
(Les dkmonstrations complktes-avec figures associkes-se trouvent danb, une 
premikre version de cet article qui peut &re envoy&e sur demande B tout lecteur 
intkressk). 
Dans ces deux c.as la mkthode g&k-ale restera la meme h savoir la construction 
des circuits Ai de K,, f J(,,. Prkisions cependant: 
Pow ie cas m = 24 + 1, n = 2~: l’existence du couplage parfait de K2+, cr6e un 
couplage parfait % dans la somme cartksienne KZq+, + I&,. Employant la 
m&hode g&k-ale de formation des circuits Ai le reste ne sera pas toujours un 
cycle hamiltonien; lorsque tel sera le cas, il sera cependant possible de modifier ce 
reste B l’aide du couplage % de faGon B obtenir un cycle hamiltonien et un 
couplage parfait W. 
Pour le cas m = 2p, n = 24: en dehors de l’klaboration des circuits Ai, la 
methode consistera cette fois, en g&&alisant une mkthode due B Myers [4], B 
prklever dans XZp et dans Kzq, un cycle et le couplage parfait de faGon 5 former 3 
cycles pour la somme I(,, + K,,. 
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